Spezielle Relativitiatstheorie (SRT)

Im folgenden nehmen wir an, dass der Raum isotrop ist (alle Richtungen
gleichwertig) sowie dass Raum und Zeit homogen sind, d.h. alle Raum-bzw.
Zeitpunkte sind gleichwertig.

Galilei-Transformation

In der klassischen Physik wird der Wechsel zu einem sich mit Relativgeschwindigkeit
U bewegenden Inertialsystem beschrieben durch !

7 =70t
Damit gilt fiir die Transformation von Geschwindigkeiten und Beschleuni-
gungen
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sowie fiir Relativabstidnde
(M —7%) = (71 — %)
und somit fiir die Kraft zwischen zwei Teilchen die nur von Relativkoordi-
naten abhingt: . B .
Fl=F@—m)=F
Damit sind die Newtonschen Gesetze invariant.

Wegen der Isotropie des Raums kann die x-Achse in Richtung der Rela-
tivbewegung gewihlt werden. Dann ist die Galilei Transformation
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wobei die Transformation der Zeit normalerweise nicht explizit betrachtet
wird (absolute Zeit)

'Die allgemeine Galilei Transformation kann auch eine Rotation oder Spiegelung des
KS beinhalten



Einsteinsche Postulate

1. Postulat : Die Naturgesetze sind in allen Inertialsystemen gleich
2. Postulat : Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum hat immer den Wert ¢

Wir wollen uns iiberlegen, wie eine Verallgemeinerung der Galileischen
Transformation auszusehen hat. Dabei gehen wir von der absoluten Zeit weg
und lassen eine Transformation auch der Zeit zu. Ein (Punkt)-Ereignis wird
durch die Angabe von Ort und Zeit beziiglich eines Inertialsystems bestimmt.
Die allgemeinste Transformation ist

7=

(7,1)

F(F.
t = g(rt)

Wegen der angenommenen Homogenitit der Zeit muss fiir ein Zeitintervall
At gelten

JE e+ 8) = (7 0) = [ 0) = f(7t = At
Fiir ein kleines Zeitintervall finden wir durch Taylorentwicklung

— — —

0= f(rt+A)+ f(rit— At) —2f(Ft)
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Also muss f(7,t) beziiglich der Zeit eine lineare Funktion sein. Eine
analoge Uberlegung fiir kleine Raumintervalle Az, Ay, Az zeigt, dass f (7, 1)
auch beziiglich 7 linear sein muss. Schlieflich gilt dies genauso fiir die Funk-
tion g(7,t). Damit konnen wir die Transformation schreiben als

T( + Qpa® + Qgyy + App? + Ayt
20+ Qo + sy + a2 + ayt
t' =t + @ + ayy + a2 + ayt
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Wegen der Homogenitit von Raum und Zeit konnen wir die IS so wihlen,
dass die Koordinatenurspriinge zusammenfallen

F(F=0,t=0=0 t'(F=0,t=0)=0
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Damit ist die Transformation homogen, d.h.
Ty =Yy =2,=1ty =0

Wegen der Isotropie des Raums kdnnen wir die Achsen so legen, dass die
Relativbewegung in x-Richtung ist. Dann gilt aber fiir alle Zeiten fiir den
Koordinatenursprung

Yy =2 =0
0 = ayt
0 _ y/ = a,ytt
0 2 = ayut
t t = attt

Also muss gelten
ayt = Ay = 0

Wir betrachten einen Punkt auf der y-Achse

0 2 = agydy
dy Y = ay,dy
0o | | 2= azydy
0 t' = a,dy

Da beide KS gleich orientiert sein sollen, gilt a,, = a,, = 0. Fiir den sym-
metrischen Punkt gilt dann

0 =0
—dy y' = —ay,dy

0 - Z =0

0 t' = —aydy

Wegen der Isotropie des Raums muss demnach a;, = 0 sein. Analog finden
Wir a,, = a,, = a;; = 0. Fiir einen Punkt auf der x-Achse

dx T = ap.dx
0 y' = ay.dz
0 | o= Qe dx
0 t' = aydx

also a,, = a,, = 0.Somit bleibt noch



T = Qpa® + apit
! __
Y = QyyY
7 =a,,z
tl = QT + a,ttt

wobei wegen der Isotropie des Raums a,, = a..sein muss.
Der Ursprung von KS’ hat die Koordinaten

x =t T = a0t + apt =0
y=20 0
:=0 | 0
t t/ = a,tx'Ut + attt
Apz U = — Qg

' = az.(z — vt)

Drehung um die y-Achse gibt

S o= R
Ll

und ebenso fiir die gestrichenen Koordinaten

T = a0 (v)(x — vt) = —1" = Az (—v)(—2 + Vi)

y' = ayy(v)y — y = Ayy (—0)y

also ist
Uy (V) = Qgp(—0)

Ayy (V) = ayy(—v)

Betrachten wir nun die umgekehrte Transformation von KS’ zu KS
T = g (—0) (2 4+ vt') = ag(v) (2" + vt')
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Yy = a,,(—v)y = ay,(v)y
zusammen mit
Yy = ay(v)y
so ist
y=a,y

und wegen der gleichen Orientierung

Ayy = 1

insgesamt
T = Qg (T — vt)
Y=y
2=z

t/ = QT + a,ttt

Jetzt verwenden wir die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. Wir betra-
chten die Ausbreitung eines Signals mit

r=ct—a =ct

ct' =1’ = azo(x — vt) = ag.(ct — vt)
ct =1 = a,. (2" + vt') = ag.(ct’ + vt')
Daraus folgt

v v
b= agzq(1 =)z (1 — =)t
ana(1 4 a1~ )
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gy = = =: (v)
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Aus
' =y(x — vt)

eliminieren wir x’



und losen auf nach t’

yot' = x — vz 4+ 2ot

1—72

Yv

t =

(%
:c—l—’yt:’y(t—g:c)

entsprechend
¥ =~(—vt + vz’ + yvt’)

ot = —2' 4+ 722’ + 2ot

1 —72
YU

t=—

/ r / v,
T+t —7(t+g$)

Uhrensynchronisation

Zwei Uhren befinden sich bei x=A bzw. x—B. Wegen der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit braucht ein Lichtsignal von A nach B genausolang wie
von B nach A. Bendtigt er fiir den Weg A — B — A die Zeit ¢, , so hat er
B zur Zeit t1/2 erreicht.

ct
A
C’[1 ,: B
Ctj
2
A B X

Relativitat der Gleichzeitigkeit

Von B gehen gleichzeitig Lichtsignale nach links und rechts aus und treffen
zur Zeit t; gleichzeitig in den gleich weit entfernten Punkten A und C ein.
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ct

ct

A B C X
A.B,C befinden sich nunmehr in einem IS, das sich mit Geschwindigkeit
v relativ zum ersten in x-Richtung bewegt. Sein Ursprung x’=0 ist zur Zeit
t an der Stelle x=vt. Da auch im neuen IS das Lichtsignal gleichzeitig in A
und C beobachtet wird, muss die x’ Achse parallel zu A’C’ sein. Im ersten

IS treffen die Lichtsignale nicht gleichzeitig ein.

ot X=Vvt

ct’




Zeitdilatation

Wir messen im IS mit der Uhr bei x; die Zeitdifferenz zwischen zwei Ereignis-

sen
By = (v1,t1) E = (11,12)
At - t2 - tl
Im bewegten System ist
v
ty =y(ta — 1)
c
v
ty =7t — gl’l)
At = ~vAt
ct
ct’
Ct2 —-:::—-"'__—
Cty |- - o
/ X1 X




Lorentzkontraktion

Ein Korper ruhe im IS. Wir messen zur Zeit t seine Linge, d.h wir
bestimmen die Ereignisse

El - (l’l,t) E2 = (I’Q,t)

Ar =19 — 11

unabhéngig von t.
Im bewegten System messen wir die Positionen der beiden Enden zur Zeit
ti
By = (2, 1') By = (x,1)
72 = (@ +vt) 31 = (&, + ot
Ar = yAr'

Also ist die Lange im bewegten System kleiner

Ax' = Axy/1 —v2/c?

ct
ct’
Ct‘] _____ .':_ ''''''''''' I"_—__ X'
_——"’—"_ o —=
’/u—




Lorentz-Transformation als “Drehung”

Wir schreiben die Lorentz-Transformation in der x-ct Ebene
1
- E(ct)) (ct) = ——= (ct - E:L‘)
1=

, 1
r=—— |z
_ 2 c
c2

in Matrizenform
1 —
’U2 ’U2
ct’ ai; A ct \/11_2 \/11_2 ct
pr— p— E
x as; Q9 T < 1 x
’U2 ’U2
\/ m \/ ==
Wir sehen, dass
ail = Q22 A12 = A21
gilt. Ausserdem ist
2
1 2
2 2 c? _
an_am—l_ﬁ _ﬁ—l
c2? c2

Nun wihlen wir w (sogenannte Rapiditét) folgendermassen:

o 1

tanh(w) = -
2

Fiir die hyperbolischen Funktionen gilt
12 2
tanh? — smh2 _ cosh 5 1 1 1 i
cosh cosh cosh
1 1
h? = =
cos 1 —tanh? 1 —02/c?

sinh = cosh tanh = 1}7/0
/1 —0v2/c?

Dann hat die Matrix die Form dhnlich wie bei einer Drehung
c"\ ([ coshw —sinhw ct
) x

—sinhw coshw
Fiir v < ¢ 148t sich immer ein reelles w finden.
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Addition von Geschwindigkeiten

Fiihren wir zwei Lorentz-Transformationen nacheinander aus
'\ coshw; —sinhw; cosh wy
2] | —sinhw; coshw;

— sinh wo ct
—sinhwy  coshw,
ist die Matrix der resultierenden Transformation

T
cosh w; cosh ws + sinh wq sinh wy
— sinh wy cosh wy — cosh wy sinh ws

— cosh wq sinh wy — sinh w; cosh ws
sinh wy sinh wy + cosh w; cosh ws

_( cosh(wy; +wy) —sinh(wy + wo)
~ \ —sinh(w; +ws)  cosh(wy + wo)
Die Rapiditat ist also additiv! Fiir die Geschwindigkeit gilt
fanh(wy + ws) = sinh(wy) cosh(wy) + C?sh(wl) s%nh(wQ)
cosh(wy) cosh(wsy) + sinh(wy) sinh(ws)

_ tanh(w;) +tanh(wy) 2+ 2
1+ tanh(w) tanh(wy) L
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Raum-Zeit-Invariante

(ct')* — 2’ = (cosh ct — sinh x)*> — (—sinh ct + cosh x)?
= (ct)?(cosh® — sinh?) + z?(sinh® — cosh?) = (ct)? — 2
Wir transformieren zwei Ereignisse mit Az = x9 — zy, At =t5 — 1
Ax' = v(Ax — vAt)
At = (At — 2 A
t'=~y(At — = x)

das neue System kann so gewidhlt werden, dass beide Ereignisse am gle-
ichen Ort sind (raumartig) falls

AA2 — Az? >0

und es kann so gewéhlt werden, dass beide Ereignisse dort gleichzeitig sind
(zeitartig) falls
AN — Az® <0
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